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DU Financial Engineering - Séance 5 1 Estimation de volatilité

1 Estimation de volatilité
�

Le prix Black-Scholes des call/put dépend uniquement du paramètre de
volatilité σ.

Estimation de σ

— Approche historique à partir de données de rendements de S

➠ vol historique
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Manque de stationnarité, quelle fenêtre d’estimation ?...

— Approche implicite à partir de données de marché de call/put
➠ vol implicite
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1.1 Volatilité implicite

Proposition. La fonction σ 7→ CallBS(0, S0, T,K, σ) est une bijection croissante
continue de [0,+∞] dans I = [e−rT (F0(ST , T )−K)+, e

−rTF0(ST , T )]. De plus,
les bornes d’arbitrage (relation de hedge) donne que le prix en input (prix de
marché) CallMarket0 (T,K) ∈ I.
➠ Il existe donc une unique volatilité σimpl égalisant prix du modèle BS et prix
en input : CallBS(0,S0,T,K, σimpl) = CallMarket0 (T,K).

Exemple. Si le prix de Call est coté à CallMarket0 (T,K) = 4.98e pour K = 100e ,
une maturité T = 0.25 (3 mois), un titre de valeur S0 = 98.1e , un taux d’intérêt
r = 2%, alors σimpl = 28.7% car CallBS(0, S0, T,K, σimpl) = 4.98e .
�

Remarquons que par la relation de parité Call/Put, la volatilité implicite est
la même si on considère un Call ou un Put, toutes choses égales par ailleurs.
�

Si les inputs sont donnés par un modèle Black-Scholes à coefficients constants,
une seule data de call/put permet de retrouver la volatilité σ du modèle de
Black-Scholes.
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1.2 Sur les données réelles...
�

σimpl n’est pas constante en T,K, t, St. . . ➠ invalidation du modèle de
Black-Scholes pour modéliser les prix d’actif
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Interprétations en terme d’équilibre offre/demande d’options :

— Marché Equity : pression acheteuse de protection à la baisse (forme de
Skew négatif)

— Marché Commo : pression acheteuse de protection à la hausse (forme de
Skew positif)

— Marché FOREX : pression acheteuse de protection à la hausse/baisse
(forme de Smile)
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1.3 Calcul numérique de volatilité implicite

Approches possibles :

1. Dichotomie. Méthode facile mais pas la plus rapide.

2. Méthode de Newton (sécante).

Algorithme de Newton : calcul itératif suivant la relation

σk+1 = σk − CallBS(0, S0;T,K;σk)− CallMarket0 (T,K)

VegaBS(0, S0;T,K;σk)
.

Connue pour converger très vite (vitesse bi-quadratique) si bon point de départ.

Initialisation à la valeur ([Manaster-Koehler, 82])

σ0 =

√
2

T
|log(F0(ST , T )/K)|.

C’est le point de changement de convexité de σ 7→ CallBS(0, S0;T,K;σ)

➠ convergence garantie.
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Preuve (via sensibilités par rapport à σ). La dérivée 1ère et 2nde des
call/put par rapport à la volatilité ([p.22, Haug 2007]) sont données par

VegaBS(0, S0;T,K;σ) := ∂σCall
BS(0, S0;T,K;σ) = B(0, T )F0(ST , T )N ′(d+)

√
T > 0,

VommaBS(0, S0;T,K;σ) := ∂2
σ2Call

BS(0, S0;T,K;σ) = VegaBS(0, S0;T,K;σ)
d+d−
σ

.

➠ Le Vomma est positif pour les petites volatilités et négative pour les grandes :

VommaBS(0, S;T,K;σ) > 0 ⇐⇒ | log(F0(ST , T )

K
)| > 1

2
σ2T.

En résumé, la fonction σ 7→ CallBS(t, S;T,K;σ) est croissante convexe pour
σ ≤ σ⋆ avec

σ⋆ :=

√
2

T
|log(F0(ST , T )/K)|,

puis croissante concave pour σ ≥ σ⋆. □
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1.4 Choix de volatilité et impact sur la couverture

(cf TP4)

Robustesse de la formule de Black-Scholes [El Karoui, Jeanblanc, Shreve,

98] : si

— on vend un Call (T,K) au prix associé à la volatilité implicite
σimpl(t = 0, T,K)

— on le couvre avec le Delta Black-Scholes calculé avec la même volatilité,
alors

P&LT =
1

2

∫ T

0

ΓBS(t,St,T,K, σimpl)S
2
t

(
σ2
impl − σ2

t

)
dt

où σt est la volatilité instantanée (vol spot) de S.

Conséquence : σimpl > σt ➠ P&LT > 0.
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1.5 Forex : convention utilisant les quotes en Delta

Dans les marchés FX, traditionnel de tracer

— IV ATM
— une métrique de risque de vol pour les positions butterfly
— une métrique de risque de vol pour les positions risk-reversal

Ces métriques sont supposés bien refléter les facteurs de risque du smile d’IV : on
s’attend qu’elles soient assez stables en temps et donc plus utilisables par les
traders.

Posons k = log
(
K
F

)
pour la log-forward moneyness.
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Définitions :
— IVx∆,C = IV pour le strike auquel le Call Delta est égal à x∆, pour

x = 25, 50, 75%

— IV−x∆,P = IV pour le strike auquel le Put Delta est égal à −x∆

— ∆Call
F −∆Put

F = 1 ⇒ IVx∆,C = IV(x−1)∆,P
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— Métrique de risque de vol pour position butterfly

RB25∆ =
IV25∆,C + IV75∆,C

2
− IV50∆,C

Mesure la convexité du smile
— Métrique de risque de vol pour position risk-reversal

RR25∆ = IV25∆,C − IV75∆,C

Mesure la pente du smile

Question : pour tout x ∈ (0, 1), existe t’il un unique k t.q.
∆Call,BS(k, IV(k)) = x ?

Réponse : oui, voir Fukasawa (Math Finance, 2012), cela découle de l’AOA !
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